Mécanique des structures

Chapitre 3: Etat de contrainte bidimentionnel

Dr. Alain Prenleloup
SGM BA3 2024-2025

cPr-L

R




Chapitre 2 : Traction ou compression simple

Rappel




Chapitre 2 : Traction ou compression simple




Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
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Quand l'une des trois contraintes principales est nulle, I'état de contrainte est dit
bidimensionnel, tel qu'il apparait par exemple dans des enceintes sous pression ou
dans des membranes de capteurs.

Dans ce qui suit, nous ne nous écarterons pas de la loi de proportionnalité et du
principe de superposition. Chaque contrainte entraine les meémes deformations que si
elle était appliquéee seule et la déformation résultante est la somme des deformations

partielles.



Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

7 Notions générales : Principe de superposition

P
Allongement Allongement Allongement
selon Myx selon Myy selon Myz
Effet de o £, = % R % . = —q %
Effet de o, Exy = —U % Eyy = % fzy = TH %
Somme Ex =% (0x — poy,) & = % (0, — uoy) &= %ﬂ (ox + 0y)
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Principe de superposition

Ces resultats peuvent aisément étre généralises a un état de contrainte
tridimensionnel (o, o, o, ) avec les allongements relatifs :

Ox Oy Oz

) ((.: S — —_—— —_—
X E 'UE ‘uE

g. o (0}

y Z X

° 8 = = — _— —_
y=F  HE E

Oz Ox Oy

° 8 — — —_— —_—
z E E 'uE

Allongement selon M x Allongement selon My Allongement selon Mz

o o o
Effet de o, Exx = Ex Eyx = —HU Ex Er0 = —lU Ex
_ Oy _ Oy _ Oy
Effet de o, Exy = —H E Eyy = F Ezy —U F
Effet d o o Oz
’ exz =~ ey = —H = 22~

Somme €x = E (O-x — HOy — ,UO'Z) &y =+ (O-y — HOx — ,LlO'Z) €z = E (Uz — HOx — Hay)
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Principe de superposition

Ces resultats peuvent aisément étre généralises a un état de contrainte
tridimensionnel (o, o, o, ) avec les allongements relatifs :

. _Ox_ % _ 0
Exx = " HT THE
. % _ 9%z __  Ox
&y = F " HE E
. =% _ % _ %
u u
-~ = L 0 0 o0
* E E E
1 U
— —— 0 0 O
B /8 Oxx
Eyy 1 o o oll%®>
€zz _ E Ozz
Yy | 1 Txy
Vyz E 0 0 Tyz
Vzx 1 Tzx
(sym) c 0
1
Gl

matrice de compliance
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Forme matricielle (mécanique des solides)

L’état de contrainte a un point n’est pas un scalaire ou un vecteur. C’est un objet
mathématique plus complique et appelé tenseur (une norme et 2 directions)

Matrice de rigidité (voir chapitre 13)

1—u U U 0 0 0 7

Uxx 1—u U 0 0 0 / gxx\

/Uyy 1—-u O 0 0 || &y

E 1-2u €2z

T Ty | T arma—zw — 0 Yxy
\Tyz / (sym) % 0 [\ Vyz )

Tzx 1—2u| \Vzx

2
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Introduction
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Introduction
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Analyse de I'état de contrainte bidimensionnelle

Les conditions de symétrie permettent souvent de connaitre a priori les trois axes
principaux en un point M, du solide, qui sont alors choisis comme axes de réference.

Calculons les contraintes normale o, et tangentielle 7, dans une section oblique F,

tournant autour de 'axe Mz (o, = 0) et dont la normale n fait un angle ¢ avec I'axe
principal M x

* Fy 0p—F, oxcosp —E, 0,singp =0

© Fp 1o+ F oxsing — F, o,cosp =0
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Etat de contrainte bidimensionnelle pour axes de référence coincidant avec les axes principaux

En vertu de la définition des faces F, = F, cos g et F|, = F sin ¢, les relations
préceédentes deviennent, apres simplification par F,

— 1+ cos2¢
. _ 2 .9 Oxtoy Ox— Oy 2 _ LT COS2O
Op = 0y COS“Q + 0y, SIN“Q = > + COS2¢ cos= ¢
_ 2(p_l—cosZgo
Sin =
+ 7, =—(0x—0,)cos¢ sin = -2 Win2 :
o = x y P P = P .
g sin 2¢
CosS @ Sinp=

2

On retrouve les équations parameétriques d’un cercle compris entre les contraintes
principales o; = o, et 0, = o, agissant sur les plans principaux entre lesquels la
section tourne. Les contraintes de cisaillement ¢z, et z,. apparaissent a nouveau

sur des sections dont les normales font respectivement les angles —#/4 et + /4 avec
I'axe principal M, x.

I s’agit du cercle de Mohr I, pour une section oblique tournant autour de M,z
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ﬂ Etat de contrainte bidimensionnelle pour axes de référence coincidant avec les axes principaux

ox+0, 0x—o0y 0

2 2
0= |0x—0, O0x+o
. 2 2
A? 0 0 0
Txy
Tmax
K!
oo 0 0
c={0 o 0
0O 0 O
0 oo C =0 o
P
g, 0 0 JZ(P
=0 o, O
0 0 O
K(O'(P,T(p)

Cercle de Mohr I, pour une section oblique tournant autour de M,z

O,+ O 0, — O.
x2 Y x2 Y cos 2¢

. — 2 2 0
Op = 0y COS“Q + 0y, SIN“@Q =

—(ax—ay)coscp singp = — ”



Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Etat de contrainte bidimensionnelle pour axes de référence coincidant avec les axes principaux

Dénomination des contraintes
« 0y contrainte normale

- 1;; contrainte tangentielles (j normale au plan, i direction application charge)

Back
20



Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Etat de contrainte bidimensionnelle pour axes de référence coincidant avec les axes principaux

Il est a remarquer a ce stade que le
cercle de Mohr I, est construit grace
a la rotation d’'une section autour de
Mz,

Rien n’empéche dappliquer la
démarche selon les deux autres
axes. Ainsi, la recherche des
contraintes dans une section oblique
tournant autour de I'axe principal Myx
conduit a un cercle de Mohr 77, situé
entre les contraintes o, et o, = 0
correspondant aux plans principaux
entre lesquels la section tourne.

De méme, une section oblique
tournant autour de M,y conduit au
cercle I, compris entre o, et o, = 0.
On peut donc distinguer trois
situations caractéristiques

(b)

S

AT
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Etat de contrainte pour axes de référence différents des axes principaux
Contraintes dans une section oblique lorsque o, et g, ne sont pas principales.

* 0, = 0,C0s%@ + 0),sin*p + 27, sing cosg

¢ T, = —( oy — ay) sin @ cos @ + 1,(cos?¢p — sin?p)

L'insertion de I'angle 2¢ permet d’expliciter ces relations sous la forme

Ox+ O O, — O. .
xz 2 xz 2 cos2¢ + T, sin2¢

® G¢=

Ty = sin2¢+ 1, cos 2¢

Qui peut aussi s’écrire

—=+ R cos 2(¢ — @)
* Tyo = —Rsin2(¢ — ¢o)

R CORE

2T,

U¢=

* tan2@q =

Ox— Oy 22



Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Etat de contrainte pour axes de référence différents des axes principaux

On retrouve I'equation du cercle fondamental de I'état de contrainte bidimensionnel.
|l est cette fois compris entre les contraintes principales

+ R

Le fait que la contrainte normale est extremum quand la contrainte tangentielle est
nulle est vérifié par les équations précedentes. En effet, la dérivation de la premiere
équation par rapport a I'angle 2¢ permet d’ecrire

dog _ A"
azp) ¥
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple plaque carrée

Une plaque carree, en acier laminé a chaud, de 50 cm de c6té et 2 mm
d’épaisseur, subi sur son contour une charge linéique de p, = 2 x 10° N/m.

L =50cm !
/=2mm

E =201 GPa

u=0.27 Po ‘
Calculer :

1) Les contraintes o, et o, au centre de la plaques et la contrainte de
cisaillement sur le plan a 45°
2) Les allongements relatif ¢ et absolu AL des c6tés
3) La variation relative de volume
4) La densité d’énergie
=
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

lllustrer la reciprocite d'un état de contrainte en traction — compression
(équivalentes) avec un état de contrainte en cisaillement pur (dessiner le cercle
de Mohr)

ttttt

Jiidd
ttitt

2211

25



Mécanique des structures

-

s

Chapitre 3: Etat de contrainte bidimentionnel

Dr. Alain Prenleloup
SGM BA3 2024-2025

cPr-L

erratum

a




Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple plaque carrée

Une plaque carree, en acier laminé a chaud, de 50 cm de c6té et 2 mm
d’épaisseur, subi sur son contour une charge linéique de p, = 2 x 10° N/m.

L =50cm !
/=2mm

E =201 GPa

u=0.27 Po ‘
Calculer :

1) Les contraintes o, et o, au centre de la plaques et la contrainte de
cisaillement sur le plan a 45°
2) Les allongements relatif ¢ et absolu AL des c6tés
3) La variation relative de volume
4) La densité d’énergie
=
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple plaque carrée

29



Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Rotation en contrainte plane

c WOLFRAM
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Contraintes principales et cercle de Mohr pour un état de contrainte plane

stresses at 0°
o I +10.5 ay gy Txy ay a; Trnax ﬂI 62
;. )
g, | 004 +010.5 |+004.0 (+0000 [+010.5 {+004.0 (+003.3 {+0000° [+090.0*
Ty | +000

'{mm +04.0

(f-'-"x Tx.r) +10.5 4000
Tay Oy

select plot type "

| Mohr circle/stress section - |

G'Y Oy L
+07. Tx; . +07.3 af
display stresses on .
! o
annotate positive sides only ’ K( al
. {+007.3,-003. 23Tmax
N

rotate to new angle w—s@—‘—‘—‘—‘—‘—‘
-3 |- =l iz g, 8 n

® | 400457 e compression [ Tmax | tension
-0 |
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

lllustrer la reciprocite d'un état de contrainte en traction — compression
(équivalentes) avec un état de contrainte en cisaillement pur (dessiner le cercle
de Mohr)
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

33



Simulation

Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

e =2 mm
o
o E=201GPa
1) Géomeétrie =027
2) Materiaux y
3) Type analyse -> linéaire, statique
4)  Conditions aux limites
5) Maillage (quadratique)
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression
Simulation

- Contrainte équivalente de von Mises 1/, = 173 MPa

- Expression des contraintes:

=, Mises

H (Avg: 75%)

- Pourquoi 7

+1.732e+0G
+1.732e+08
+1.732e+08
+1.732e+08
+1.732e+0G
+1.732e+08
+1.732e+08
+1.732e+08
+1.732e+0G
+1.732e+08
+1.732e+08
+1.732e+08

\Z
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple plaque carrée en traction - compression

Simulation

- Contraintes principales

5, 511
(Avg: 75%)

O'3=OetTij=0

s, 533
(Avg: 75%)
+6.8678-05
+5.8508-05
+4.833e-05
+3.8168-05
+2.7998-05
o =0 +1.7528-05
22 11 +7.647e-06
-2.523e-06
-1.269e-05
-2.2866-05
-3.303e-05
-4.3208-05
-E5.337e-05




Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

Simulation

« Directions des contraints principales

S, Max, Principal
S, Mid. Principal
S, Min. Principal

+1.000e+08
+&.333e+07
+6.6672+07
+5.000e+07
+3.333e+07
+1.667e+07
+2.000e+00
-1.667e+07
-3.333e+07
-5.000e+07
-6.667e+07
-8.333e+07
-1.000e+08
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple plaque carrée en traction - compression

Simulation

AL

Contraintes dans un systeme de coordonnee a 45°

S, 512 (CSYS-1)

(Avg: 75%)
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e+08
-1.000e4+08
-1.000e4+08
-1.000e4+08
-1.000e4+08

Le systeme de coordonnée pour la représentation des contraintes ne correspond
plus aux axes dits «principaux»
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel

Exemple bloc soumis a des charges biaxiales

La figure montre un bloc solide soumis a un état de contraintes pour lequel on
connais les composantes normales et tangentielles. Déterminer, par le calcul et
sur le cercle de Mohr, les valeurs des contraintes principales.

Ty
« N, =2x10°N N,
. Ny = -3.6x10*N

.« T.=9x10*N

_ N
- B=6cm " 4_}_ ............ -%_Nza.ﬁx

- b=1cm I, | T,

- H=10cm B

=
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple bloc soumis a des charges biaxiales
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Chapitre 3 : Etat de contrainte bidimensionnel
Exemple bloc soumis a des charges biaxiales
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